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Ce polycopié est une version préliminaire des notes de cours, qui com-
porte donc probablement un certain nombre de (petites ?) erreurs. Il contient
toutes les définitions, résultats et preuves du cours, mais pas forcément toutes
les motivations, intuitions etc proposées pendant le cours.

Commencons par introduire de facon précise le formalisme que nous allons adopter
pendant tout le cours :

e On se donne un ensemble dénombrable V' et on note Pr(V') ’ensemble des mesures
de probabilités sur (V,P(V)).!

e On se donne aussi une matrice de transition irréductible P = (p(z,¥))syev
sur V.

e Par ailleurs, on se place sur un espace mesurable (2, F) muni de mesures de
probabilités IP,,, pour toute p € Pr(V).

e Enfin, on considére un processus X = (X, )n>0 sur (2, F) & valeurs dans V 2 et
on suppose que, pour toute pu € Pr(V) :

Sous P, X est une chaine de Markov
de matrice de transition P et de loi initiale pu.

(Autrement dit, X : (Q, F,P,) — (V,P(V)) est une chaine de Markov de matrice
de transition P et de loi initiale u.)

On note E,, I'espérance associée a P, et on note P, = Ps, et E, = E;, .

L’existence des objets ci-dessus est admise dans ce cours. Ce formalisme permet
de considérer constamment le méme processus X sans devoir en introduire un autre a
chaque fois qu’on considére une mesure initiale différente, et ainsi pouvoir énoncer de
fagon assez compacte des propriétés pour n’importe quelle mesure initiale. Mais c’est un

1. Dans le reste du cours, on dira juste “mesures de probabilités sur V” sans spécifier qu’on munit
tout ensemble dénombrable de la tribu de ’ensemble des parties.

2. Cela signifie que pour tout n > 0, X, est une application mesurable de (€2, F) dans V/, olt on munit
toujours V de la tribu P(V).



choix de formalisme parmi d’autres. On peut avoir a l’esprit que, comme la loi d’une
chaine de Markov est caractérisée par sa matrice de transition et sa loi initiale, on a le
fait suivant : Si Y est une chaine de Markov de matrice de transition P définie sur un
espace de probabilité quelconque (', F',P), si par ailleurs p est la loi initiale de Y, et
si F: VN = R est une fonction mesurable positive ou bornée ?, alors

E[F(Y)] = Eu[F(X)].

(Car la loi de Y est égale a la loi de X sous IP,.)
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1 Section préliminaire sous des hypotheses plus générales :
le théoreme ergodique

Le but de ce cours est d’étudier des théoremes de convergence pour des chaines de
Markov. Avant d’entrer dans le vif du sujet, rappelons qu’on suppose P irréductible
pendant tout le cours, et rappelons un résultat central de la théorie des chaines de
Markov.

Théoreme 1.1. Si P est récurrente positive, alors elle admet une unique mesure de
probabilité invariante . Par ailleurs, pour tout x € V', m(x) > 0.

Enoncons maintenant un premier théoréme de convergence, le théoreme ergodique.
D’apres ce théoreme, moyenne temporelle et moyenne selon 7 sont asymptotiquement
les mémes, et ce quelle que soit la mesure initiale.

3. Ou VN est équipé de la tribu produit et R de la tribu borélienne.



Théoréeme 1.2. Supposons que P est récurrente positive et notons m l'unique mesure
de probabilité invariante. Alors, pour toute p € Pr(V) et toute fonction mesurable f :
V — R bornée,

Ak kzijoﬂxn) o [ famtan)| <1

Avant de démontrer le théoreme, rappelons la proposition suivante au sujet des
chaines récurrentes positives.

Proposition 1.3. Supposons que P est récurrente positive et donnons-nous un point
z € V. Notons par ailleurs RY le premier temps de retour en x, i.e.

T =inf{n >1: X, =2} € N"U{+o00}.
Alors, Ex[R]] < +00, et l'unique mesure de probabilité invariante m vérifie
m(x) = 1/E.[Ri].
De plus, la mesure v, définie de la facon suivante est invariante :

R¥—1
> 1{Xk,=y}] :

k=0

vo(y) =E

Démonstration du Théoréme 1.2. Notons C (pour “Convergence”) I’évenement de conver-
gence dans I’énoncé du théoreme. D’apres la propriété de Markov simple (appliquée au
temps n = 0),
Pu[C] = u(@)P,[C].
zeV
Il suffit donc de démontrer le théoreéme dans le cas ou u est une mesure de Dirac. Fixons
donc un point z € V et plagons-nous sous la mesure de probabilité P, (ainsi, “p.s.”
signifiera toujours “P,-p.s.” dans cette preuve). Pour cela, nous allons appliquer la loi
des grands nombres a une suite de variables aléatoires i.i.d. et intégrables. Nous allons
construire ces variables a ’aide des temps d’arrét R qui sont les temps de nie™me retour
en x, i.e.
R =0, Ry =inf{k>R;+1:X;=uzx}.

Notons que, comme la chaine est récurrente, ces temps sont tous finis p.s.
Lemme 1.4. La suite (Z,(f))n>0 définie par

RZ,—1

Zn(f)= > f(Xx)

k=RZ

est i.i.d., et By [|Zo(f)]] < 4o0.



Démonstration. Pour montrer que cette suite est i.i.d., il suffit de montrer que pour tout
n > 0 et tout choix de fonctions mesurables bornées Fy, ..., F,, : R — R (ot on munit R
de la tribu borélienne), on a

n

E, [ng<zk<f>>] = [T EalFu(Zo()]: M

k=0

Afin de démontrer cette égalité, nous allons appliquer la propriété de Markov forte, qui
donne en effet des propriétés d’indépendance et d’égalité en loi. Pour cela, on remarque
tout d’abord que — comme la chaine est récurrente — I'événement {Xpg: =z} := {R}, <
+00 et Xz = x} est réalisé presque-siirement. On peut donc écrire :

E; [ ﬁ Fk(Zk(f))} =E, [ ﬁ Fi(Zi(f)) | Xpy = :v}
k=0 iy

On remarque par ailleurs que les variables R} sont des temps d’arrét et que Z;(f) est
]-"RaéH—rnesurable pour tout k.* Cela implique que Z(f) est F rz-mesurable pour tout
k€{0,...,n—1}. En effet, Rf ;, < R} pour tout k < n — 1, donc ]:Riﬂ C Fge pour
ces mémes entiers k. On en déduit que

Wyt = 1:[ Fie(Zi(f))

est Frz-mesurable. Notons maintenant
G,: VN SR
la fonction mesurable (ot on munit VY de la tribu produit et R de la tribu borélienne)

définie par
R*(u)—

Gn(u )—1{Rr(u <+oo}F ( Z f Uk)

ou
R*: VN & N* U {400}

est la fonction mesurable définie par

Rx<(uk)k20) = inf{k Z 1: U = x}

4. On démontre cette deuxieme affirmation en écrivant par exemple que, pour tout ensemble mesu-
rable A C R,

{Za(f) € A}N{RE41 =m} = Q { Z_ F(Xk) € AYN{Xe =, Xor1 £ 2, ..., X1 # }0{RE,, =m} € FX.
= k={



Notons enfin Y = (Y})r>0 le processus défini par
Y = Xpge k-

On remarque que Fy,(Z,(f)) = Gp(Y) p.s. (notons qu’afin d’affirmer cela, on a utilisé
que, sous PP, les R} sont tous finis p.s.). Par conséquent,

[T Fe(Zk(1) = Wara Ga(Y).
k=0

Or, d’apres la propriété de Markov forte, sous P,[- | Xg: = x|, Y est indépendante de
Frz, et laloi de Y est égale a la loi de X sous ;. Donc

E,;Lf[oFk(Zk(f)) | Xps = x} ~E, [Wn_l | Xps = w}Ex (G (X)]

= B, [Wart | Xig = 2|Ec[Fa(Z0(£))] = Ea [Wa-1]Ea [Fu(Zo())].

Un raisonnement par récurrence implique donc (1).

Il reste & montrer que E;[|Zy(f)|] < 4+o0c. Pour cela, on remarque que

Ee[|Zo(NI] < 1 fllocEa[RT],
qui est bien fini d’apres la Proposition 1.3. O

D’apres le lemme précédent et la loi des grands nombres,

% > Zu(f) o Bl Zo()] pes.
k=0

R¥-1
B2 = B[ Y 3 gy f0)] = [ Fhwatin)
k=0 yeV
ou v, est la mesure définie dans la Proposition 1.3. Or, la mesure invariante est unique
a constante multiplicative pres. Comme v, (x) = 1, on en déduit que 7(y) = 7(x)vx(y)
pour tout y € V. Par conséquent, [ f(y)vy(dy) = ﬁ [ fdr. On a donc montré que

S A l/fdw p.s. (2)
k=0

n—+o00 7r(:B)

Conclusons maintenant la preuve du théoreme ergodique. On remarque tout d’abord
que, comme on peut écrire f comme la somme de sa partie positive et sa partie négative,
il suffit de montrer le résultat dans le cas ou f est positive. On se place dans ce cas et
on note

Ny(n) =t{me{l,...,n}: X;, =z}



T

et on observe que Rfvx(n) <n<R On a donc (c’est ici qu’on utilise que f est

Nz (n)+1°
positive) :
1 BNy )1 1 n 1 Rpmy+11
X)) < X)) < X
k=0 k=0 k=0
c’est-a-dire :
Nz(n)—1 n Nz(n)
Ny(n)—1 1 1 1
Z < X)) < Z
AR AR WD < 5 D F(Xk) < N R (),
k=0 k=0 k=0

Par (2), les termes tout & gauche et tout a droite de la série d’inégalités ci-dessus

convergent p.s. vers
1
— d
iy J o
n

1 1
N, (n) ka(Xk) Tl—>—+>oo ﬂ_(x)/fdﬂ- p.s.

=0

et donc

Si on applique cela a f = 1, on obtient que

n+1 1

N, (n) noroo m(z) P

Le théoreme ergodique est une conséquence des deux convergences ci-dessous. Cela
conclut la démonstration. O

En appliquant le théoreme ergodique & f(y) = 1,—z, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 1.5. Sous les mémes hypothéses que le théoréme ergodique et pour toute
wePr(V) et tout z €V,

1 n
PH |:n kz_ol{xk:z} n—>—+>oo 7’['(.%‘) =1.

Par le théoréme de convergence dominée, on en déduit que

pour tout x € V et toute p € Pr(V).



2 Le théoréeme de Perron—Frobenius

Dans cette section, on se demande si la derniere partie du Corollaire 1.5 peut étre

vraie sans devoir passer par la moyenne de Cesaro. Plus précisément : a-t-on
Pu[X, = 2] e m(x)?

On peut remarquer sur un exemple particulier que ce n’est pas vrai en regle général :
étudions par exemple la marche aléatoire sur un cercle de cardinal pair, c’est-a-dire une
chaine de Markov sur Z/(NZ) pour un certain N pair (supérieur ou égal a 4, disons),
et dont la matrice de transition P est définie par p(x,y) = 1/2si y =2 £ 1 et 0 sinon.
On peut montrer que la mesure de probabilité stationnaire est la mesure de probabilité
uniforme et que Py[X,, = 0] = 0 pour tout n impair, ce qui rend impossible la convergence
désirée (dans le cas u = dp).

Ajoutons donc une hypotheése pour rendre ce genre de chose impossible. Peut-étre
que 'utilisation d’'un argument de parité ci-dessus rend naturelle que nous allons utiliser
la notion d’apériodicité. Nous allons par ailleurs nous placer dans le cas V fini (voir
la section sur les couplages pour une remarque sur le cas infini). Le théoréme de
Perron—Frobenius est le résultat suivant.

Théoréeme 2.1. Supposons que V est fini et que P est apériodique, et notons m 'unique
mesure de probabilité invariante.® Alors, pour toute u € Pr(V) et tout x € V,
P, X, = — .
M[ n {L’] n—-+00 71'(.%)

Ce théoreme est le point de départ de cette partie du cours. Ce résultat est
particulierement utile quand on veut simuler une loi 7 : si cette loi est la loi stationnaire
d’une chaine de Markov, alors on peut la simuler en faisant évoluer cette chaine pendant
un grand nombre d’étapes. Mais que signifie grand 7 Autrement dit, quelle est la vitesse
de convergence dans le théoreme ci-dessus 7 Avant de parler de vitesse de convergence, il

nous faut définir ce que signifie qu’'une loi est proche d’une autre. On utilisera la notion
de distance en variation totale, qui fait 'objet de la section suivante.

Mais démontrons tout d’abord le théoreme de Perron—Frobenius, et, pour cela, com-
mencons par rappeler le lemme suivant.

Lemme 2.2. Supposons V' fini et donnons-nous une matrice de transition irréductible
Q = (¢(z,y))zyev sur V. Q est apériodique si et seulement si elle satisfait une des deux
propriétés équivalentes suivantes :

— In=1Va,y € V.gn(z,y) 20;

— dng > 1,Va,y € V,Vn > ng, qu(z,y) > 0.

Profitons de cette parenthese sur les criteres d’apériodicité pour énoncer le critéere
suffisant suivant.

5. Ici, on utilise 'implication (V fini et P irréductible) = P récurrente positive.



Lemme 2.3. Supposons V' fini et donnons-nous une matrice de transition irréductible
Q = (¢(z,y))zyev surV. S’il existe xg € V tel que q(xo, x9) > 0, alors Q est apériodique.

Démonstration. Le pged de {n > 1 : gn(zo,x0) > 0} est 1 (car 1 appartient a cet
ensemble). O

Donnons une preuve algébrique du théoréme de Perron—Frobenius (plus tard dans le
cours, nous donnerons une preuve de nature plus probabiliste). Notons IT = (II(z, ¥))z yev
la matrice de transition dont toutes les lignes sont égales a , i.e.

Vae,y €V, (z,y) = 7(y).

Démonstration du Théoréme 2.1. D’apres la propriété de Markov simple (appliquée au
temps 0),

PulXn =yl =) pl(@)pn(z,y).
zeV

Il est donc suffisant de montrer que, pour tous z,y € V,

pn(z,y) —m(y) — 0. (3)

n—-+o0o

Comme P est apériodique, on peut considérer m > 1 tel que toutes les entrées de P™
sont strictement positive (cf. le Lemme 2.2). Fixons un tel m. Comme V' est fini, ce choix
de m implique qu’il existe § > 0 tel que, pour tous z,y € V,

Pm(z,y) > 07 (y).

Définissons maintenant une matrice () par

1

Q== (P" —om).

On remarque que ) est une matrice stochastique. En effet, le facteur 1/(1 — ) est
présent afin que la somme sur chaque ligne soit égale a 1, et le choix de § implique que
les coefficients de () sont tous positifs.

Montrons par récurrence que, pour tout g > 1,
P = (1—-0DI1+ 61Q1, (4)

ou § =1—9. Le cas ¢ = 1 vient de la définition de Q. Si on suppose que la propriété est
vraie & un certain rang ¢, on obtient que

Pt — (1 — 99)IIP™ + 9IQIP™.

Or, 7 étant invariante pour P, on a 7P™ = 7P™ ! = ... = 1, donc IIP™ = II. Par
ailleurs, en utilisant le cas ¢ = 1, on obtient que

07QIP™ = 99Q7((1 — O)TT + 6Q) = 67(1 — 0)QTT + A7+ QI+1,



Q7 étant une matrice de transition et les colonnes de II étant constantes, on a Q?II = II.
On obtient donc finalement que

Patl) — (1 — 9D + 69(1 — O)IT + 9H1QIH! = (1 — 99T 4 991 QI

ce qui conclut la preuve de (4) par récurrence.

Terminons maintenant la preuve grace a (4). Soit n > m et soit
n=mq-+r

la division euclidienne de n par m. La quantité p,(z,y) — 7(y) est le coefficient d’indice
(x,y) de la matrice P" — II = P"(P™4 — 1II). Or, les coefficients de P" sont bornés (car
c’est une matrice de transition), et les coefficients de P™? — II convergent vers 0 quand
g tend vers +oo (i.e. quand n tend vers +oo) d’apres (4), car les coefficients de @7
sont bornés (puisque c’est une matrice de transition) et car § < 1. Cela implique (3) et
termine la démonstration. O

3 Qu’est-ce que le temps de mélange ? Définitions et premieres
propriétés
3.1 Le contexte a partir de mainenant

A partir de maintenant et jusqu’a la fin du poly, on suppose que V est fini et possede
au moins deux éléments (i.e. |V|:= Card(V) > 2). Par conséquent, P est une matrice
de transition irréductible sur un ensemble fini. P est donc récurrente positive
et admet une unique mesure de probabilité invariante qu’on continue a noter :

.

La notation 7 pour cette mesure de probabilité invariante sera utilisée dans tout le cours.
Par ailleurs, on identifie ’ensemble des mesures de probabilité sur V avec

Pr(V)={ue0,1]Y cR": Z p(z) =1}.
zeV

Ainsi, si on se donne un vecteur p € [0,1]" tel que >,y p(z) = 1, on note aussi p la
probabilité sur V' définie par

VACV, p(A)=>> ).
T€A

De plus, on note
pn(z,y) = P"(z,y)

pour tout n > 0.



Souvenons-nous que, sous PP, la loi de X,, est uP". En particulier, sous P, la loi de
X, est 6, P = pp(z,-). On fera de nombreux aller-retours entre notations algébriques et
concepts probabilistes. Il est important de continuer a s’habituer aux écritures algébriques.
On peut par exemple méditer sur les deux écritures suivantes :

(i) On peut calculer P,[X,, € A] = pP"(A) en écrivant

VACV, uP™(A)=> uP"(y) =Y wa)pa(z,y).

yeA yeAxzeV

(ii) On peut aussi écrire :

uP" = Z w(x)pp(z,-), donc VACV, upP"(A)= Z Z p(x)pn(,y).
eV yeAzeV

Du fait du théoreme de Perron—Frobenius, on va s’intéresser au cas ot P est apériodique.

A partir de maintenant et jusqu’a la fin du poly, on suppose aussi que P
est apériodique. Il est important d’avoir a ’esprit que de nombreuses propriétés que
nous étudierons ne seraient pas vraies sans cette hypothese.

3.2 La distance en variation totale et le temps de mélange

Définissons la distance en variation totale entre deux mesures de probabilité.

Définition 3.1. Soient u, v € Pr(V). La distance en variation totale entre u et v est

1t = Vil = e |u(4) = v(A).

Exemple 3.2. (i) Siz,y € Vet x #y, alors [|0; — 0yllyp = 1.
(ii) Si V = {0,1} et pyp est la loi de Bernoulli de parametre p, alors ||, — gllyp =

Ip—dl.
L’écriture sous forme de norme est justifiée par la définition suivante.

Définition 3.3. Soit 1 € RY. La norme en variation totale de j est

el == I}gl%u(fb)\-

|||ly/p est bien une norme sur RY. Par conséquent, la distance en variation totale est
bien une distance sur Pr(V).

On peut maintenant définir le temps de mélange, qui est 1'objet central de cette
partie du cours. On étudiera — ce qui voudra souvent dire trouver des bornes inf et
sup — cet objet a 'aide de techniques diverses : probabilistes, géométriques, spectrales,
fonctionnelles...

10



Définition 3.4. Pour tout ¢ € (0,1/2), le temps de mélange est

tma(e) =inf {n >0: Dnax lnP" = 7llyy < e}

Pour simplifier les notations, pour tout n > 0 on va noter

Dln) = max [1P" ~ vy

de telle fagon que
tmei(e) = inf{n > 0:D(n) < e}.

Remarque 3.5. On va voir dans tres peu de temps (cf. le Théoreme 3.8) que le
Théoréeme 2.1 implique que D(n) — 0, ce qui implique que tpe(e) < 400 pour tout
e€(0,1/2).

On pourrait bien sir aussi regarder le cas € € [1/2,1), mais se restreindre a (0,1/2)
va nous aider a simplifier certains calculs. D’apres la remarque ci-dessous, cela implique
que tme (g) est toujours au moins égal a 1. Cela nous permettra de considérer le temps
n = tmél(E) — 1.

Remarque 3.6. On peut remarquer que ty¢(e) > 1. En effet, comme |[V] > 2, il existe
x € V tel que m(x) < 1/2. Fixons un tel . On remarque que 1/2 < ||6, — 7llyp =
[|6.P° — 7THVT, donc D(0) > 1/2 > ¢, et ta(e) > 1.

On va commencer par remarquer qu’on peut se restreindre au cas ou (X, ),>0 part
d’un point fixé, i.e. au cas ou la loi initiale u est égale a &, pour un certain x € V :

Lemme 3.7. Pour tout n > 0, D(n) = maxyecy (|pn(,-) — 7||yp-

Démonstration. py(x,-) = 0,P" donc maxy ||pn(x,-) — 7|lyr < D(n). Pour montrer
I'inégalité inverse, on montre que |[uP" — 7|y < maxy ||pa(x,-) — ||y pour toute
u € Pr(V) de la fagon suivante :

P = mlyr = | ICLERE ”HVT

= H ZM (pn(z,-) =7 HVT car Z,u(x) =
< Zu ) lpn(z, ) = 7|y car |||y est une norme

< max |pn(x,-) — ||y encore une fois car Zu(az) =1.

xT

On remarquera que, méme si on n’a travaillé qu’avec des mesures de probabilité, on a
utilisé dans I'avant-derniere inégalité, le fait que |||y est une norme sur RV, O
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On a donc
tmel(¢) = min{n > 0: max lon(z, ) — 7|y < €}

Grace au Lemme 3.7, on déduit le théoréeme suivant du Théoréeme 2.1 :
Théoréme 3.8. On a
D(n) — 0.
n—-+oo
En particulier, tme(e) est fini pour tout € € (0,1/2).

Démonstration. On a (en utilisant I'inégalité triangulaire)

- n B - A S n ) - .
D(n) gleagmgﬂp (z,A) — m(A)] Irggl‘/l\p (z,y) — 7(y)

V étant fini, le Théoreme 2.1 permet de conclure. O

Exemple 3.9. Si |V| = 2, disons V' = {0, 1}, alors

D(n) = max{|pn(0,0) — 7(0)[, [pn(1,1) — w(1)[}. (5)
En effet, si A =0 ou A=V, alors p,(0, A) = p, (1, A) = 7w(A), et donc

D(n) = Lonax lpn(z, A) —m(A)| = » lpn(z,y) — 7(y)].

Enfin, p,(0,1) — (1) = —(pn(0,0) — m,(0)) et p,(1,0) — w(0) = —(pn(1,1) — 7(1)), ce
qui donne (5).

Exemple 3.10. Soient a,b € (0,1). On regarde la chaine de Markov & deux états définie

par V ={0,1} et
P= p(an) p(07 1) _ l-a a
B p(l,O) p(lvl) B b 1-b)"
Cherchons 7. Pour cela, on résout le systéme donné par # = 7P et w(0) + w(1) = 1 et

on trouve que 7(0) = aLer et 7(1) = ;%

Etudions maintenant D(n). Rappelons que, d’apres (5),
D(n) = max{|pn(0,0) — 7(0)[, [pn(1,1) — w(1)}.

Etudions tout d’abord 6, := p,(0,0) — 7(0). On a & = a/(a + b) et

b
n = Pnl\Y, ) n 71 17 -
dn+1 = pn(0,0)p(0,0) + pn(0,1)p(1,0) S
b
— Pn\Y, - 1- n\Y, b— ——
pal0,0)(1 @) + (1~ pu (0,00~
b— ab — b?
= DPn y 1— — _— e = 1— - n-
Pr(0,0)( a—Db) P ( a—b)d
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Et donc,

a
n(0,0) —7(0)=(1—a—-0)" .
pn0,0) = 7(0) = (1 =0 —B)" -

Par symétrie,
b
(L1 —7(1)=(1—a—b)" = pu(1,0) — 7(0).
pal1,1) = 7(1) = (1= 0 = )" = = pa(1,0) = 7(0)
On a donc
(aVb)

D(n) =1 —a—b"

a+b’

On peut maintenant calculer le temps de mélange. Soit € € (0,1/2). tea(e) est le plus

petit entier positif tel que
(aVb)

a+b
On trouve, en notant & = |1—a—>b| € [0,1) et 5 = (aVb)/(a+Db) € (0,1), que tpa(e) =1

si a =0 et que si a # 0,
log(l/(ﬁs))w
log(1/a) |

1 —a—b"

<e.

tmal(€) = {

3.3 Premieres propriétés

Avant d’étudier D(n) et tig(e) plus précisément (et dans un cadre général), donnons
des formules équivalentes pour la distance en variation totale qui seront utiles tout au
long du cours.

Lemme 3.11. Pour toutes u,v € Pr(V),
I = vllyr = max(u(4) — v(4)) = Y (@) = v(@)+ = % > lula) = v(@)].
zeV zeV

Démonstration. (i) La premiere égalité vient du fait que |pu(A)—v(A)| = max{u(A4)—
v(A), n(A°) = v(A%)}.

(ii) Pour démontrer, la deuxieme inégalité, on remarque tout d’abord que

Il reste & montrer que maxa(pu(A) — v(A4)) > > (u(z) — v(x))4+. Pour cela, on
note Ag = {x € V: u(z) > v(x)} et on remarque que

1(Ao) = v(Ao) = 3 ) — v(x)

rE€AQ

= 3" () — v(@))s

zeV
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(iii) Pour démontrer la troisieme égalité, on écrit que

Z(M( ++Z +—Z|M )|

zeV zeV zeV

et on remarque les deux termes du membres de droite sont égaux (car tous deux
éganx & |1 — vllyr). O

Montrons maintenant que D(n) est décroissante, ce qui implique que 7 sera bien
approximée méme si on va au dela de t,¢(e).

Lemme 3.12. D(n) est décroissant en n. Et donc, pour tous € € (0,1/2) et n > tpea(e),
on a
D(n) <e.

Pour démontrer ce lemme, on va utiliser le lemme suivant — qui montre que les
matrices de transition ont un effet de “contraction” sur la distance en variation totale.

Lemme 3.13. Soit Q = (¢(,y))zyecv une matrice de transition sur V et soient u,v €
Pr(V). Alors,

11Q = vQllyr < lln = vllyr-

Utilisons d’abord ce lemme pour montrer le Lemme 3.12.
Démonstation du Lemme 5.12. m = wP, donc

D(n+1) = max HNP”+1 - WPHVT < max [|uP" — 7||yp = D(n). O
p f

Démonstration du Lemme 3.13. D’apres la premiere égalité du Lemme 3.11,
1@~ vQllyr = max uQ(A) ~ vQ(A)

=max ) p(y)aly,z) — v(y)a(y, )

z€Ayer
=max Y (u(y) —v() Y aly.x)
yeE z€A
< —
<max Y (n(y) — v()+ D aly.x)
yeE z€A
<maxz )+ =l =vlyr,
yekE
ol la derniere égalité vient de la deuxieme égalité du Lemme 3.11. O

D(n) vérifie par ailleurs une propriété de sous-multiplicativité :
Lemme 3.14. Pour tous m,n > 0,

D(n +m) < 2D(n)D(m).
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Afin de démontrer ce lemme, on va donner une nouvelle formule pour D(n), et voir
cette quantité non comme le sup d’une norme mais comme la norme d’une matrice.

Lemme 3.15. Comme la démonstration du théoréme de Perron—Frobenius, on note
II = (II(z,y))zyev la matrice stochastique dont toutes les lignes sont égales a m. De
plus, si A = (a(z,y))zyev est une matrice réelle, on note

1Al = max >~ |a(z, y)|-
eV
yev
Alors, pour tout n > 1,
1
D(n) = 5 (P —1D)"].
De plus, pour toutes matrices réelles A = (a(z,y))zyev et B = (b(2,y))zyev,

[AB] < [lA[]| B[ -

Démonstration du Lemme 3.1/. Sin = 0 ou m = 0 on utilise que D(0) > 1/2 (cf. la
Remarque 3.6). Suppposons que n,m > 1. D’apres le Lemme 3.15,

Dn+m) = o [|(P =™ ™| <2 % (P~ T1)"| x J (P~ )™ = 2D(n)D(m). O

Démonstration du Lemme 3.15. On remarque que 112, IIP et PII sont toutes égales & IT
(respectivement car m € Pr(V'), car 7 est une mesure invariante et car P est une matrice
de transition). On en déduit par récurrence que (P —II)" = P" —II pour tout n > 1.
Or D(n) = ||[P™ —1II||, donc on obtient le premier résultat. Pour montrer le deuxieme
résultat, on écrit que

IAB| = max) |} a(z,y)b(y,2)] <max) > la(z,y)llb(y, =)
Yy z Yy z

<max) _la(z,y) |Bl < [|A]|B]. O

On en déduit une propriété importante : ty¢(e) et tmea(e’) sont du méme ordre de
grandeur quels que soient nos choix de ¢ et €’. Pour cette raison, on va faire un choix
arbitraire et noter

tmeél = tmear(1/4).

Corollaire 3.16. Pour tous €,&' € (0,1/2), il existe une constante N(g,&') > 1 qui ne
dépend que ¢ et €' telle que

tmél(g) < N(E, 5,)tmél(5/)-

En particulier, pour tout ¢ € (0,1/2), il existe une constante N(g) > 1 qui ne dépend
que de € telle que
tmal(€) < N(&)tma
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Démonstration. On remarque d’abord que, d’apres le Lemme 3.14 (et en raisonnant par
récurrence sur n), pour tous m,n > 1, on a

D(nm) < (2D(m))".

Soient maintenant ¢,&’ € (0,1/2) et soit N > 1 tel que (2¢)V < &' D’apres l'inégalité
ci-dessus, appliquée a m =t () et n = N,

D(Ntwa(e)) < (2D(tma(e)™ < (20) <€,
donc tye(e’) < Nitpal(e). O

Feuille de TD 1 : distance en variation totale / temps de
mélange

On rappelle qu'on se donne un ensemble V fini tel que |V| > 2, une matrice de
transition apériodique P = (p(z,¥y))zyev sur V, quon note p,(z,y) = P"(z,y), et
qu’on note 7 la mesure de probabilité invariante pour P. De plus, X = (X,,),>0 est un
processus a valeurs dans V' et, pour toute p € Pr(V'), P, est une mesure de probabilité
sous-laquelle (X,,),>0 est une chaine de Markov de matrice de transition P et de loi
initiale p. Enfin, on note P, = Ps, .

A. Un exercice préliminaire

Exercice 3.1. Soit @ = (¢(x,¥))syev une matrice irréductible sur V. On suppose qu’il
existe xg € V tel que q(zg, o) > 0. Pourquoi @ est-elle apériodique ?

B. Trois exercices sur la distance en variation totale

Exercice 3.2. Pour tout n > 1, on note pu, la loi binomiale de parametres n et 1/2. Par
ailleurs, on note v, laloide Y +1 ou Y ~ u,. Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0
(qu’on calculera) telle que

c

|t — VnHVT = \/ﬁ(l + 0n—400(1))-

Exercice 3.3. Soit N € N et soient V,W deux variables aléatoires a valeurs dans
{0,..., N} indépendantes de la chaine de Markov X. On note py et py leur loi.

1. Montrer que Xy et Xy sont mesurables. On note p¥ et p" leur loi.
2. Montrer que
1Y = 1"l < v = pwllyr -
Exercice 3.4. Soient Vi,...,V, des ensembles finis et soient, pour tout ¢ € {1,...,n},

1; et v; des mesures de probabilité sur V;. Onnote p = 1 ® - - Qup et v =11 ® - - - Q vy,
Montrer que

n
o= vllyr < Z i = villyp -
i=1
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C. La notion de sensibilité a une dynamique markovienne

Exercice 3.5. Dans cet exercice, on suppose que 7 est réversible.

Soit A C V (fixé pour tout I'exercice), tel que m(A) = 1/2. On note 7 = 7(-|A). On
note aussi

et td,(e) =min{n > 0:D4n) <el.

DA(”) = H”AP" - 7THVT m

Soient €, € (0,1/4], fixés pour tout l'exercice. On dit que A est (e, d)-sensible a la

dynamique si
tma(€) < Stmel,
ou on rappelle qu’on utilise la notation ty¢ = tme(1/4).
(I1 est en fait souvent plus pertinent d’étudier les ensembles A qui satisfont tflél(s) <
Otrel, OU trel est le temps de relexation, qu’on introduira plus tard dans le cours.)

1. Montrer que la propriété suivante est vraie sous la mesure P, : Pour tout n,
(Xk)o<k<n a la méme loi que (X,_k)o<k<n-

2. (a) Montrer que la loi de X sous P 4 est égale a la loi de X sous P.[-|X( € A].
(b) Montrer que, pour tout 7,

Var, (P, [X, € A | Xo]) = Pr[Xo, Xon € A] — w(A)?,

ou Var, est la variance sous la mesure Pj.

(¢) En déduire que, pour tout n,

DA(n) < V2y/TAP(4) — n(A).

(d) On définit donc

A

mél

(¢) = min{n > 0 pair : 71 P"(A) — n(A) < e}.

Montrer que -
A 2
tma(€) < tha(e2/2)/2.
3. Le but de cette derniére partie est de montrer que, si A est (e, d)-sensible a la
dynamique, alors,

1
Pr[3n € {0,.. .  tma}: Xn€ A] > 1 — (116+m)-

Supposons donc que A est (g,0)-sensible & la dynamique. Pour ne pas ajouter
d’hypotheses techniques, nous supposons par ailleurs dans cette partie que téél(s)
est pair.

(a) Montrer que
P, [}P’W[Xtﬁlél(a) 5o € A| Xo] > 1/4] < 8e.
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(b) Notons Ng={n>0:X, € A} et
We={2 €V :Pr[Xpa (2 € A| Xo=2a]>1/4}.
Notons aussi k = |2ty /th(e)] et
ti = itmale)/2
pour tout i € {1,...,k}.
Montrer que, pour tout i € {0,...,k},
Pr[NaNA{0,...,t;} =0] <P [Xy,_, & W]
FEx [Lx, | ewPa[Nan{0, .. tica} = 0| Xy | IXPR[Nan{tion, ..., ti} = 0| Xy, )]

(c) En déduire que
1
Pr[NaN{0,...,t;} <0] <8+ ZIP’W[NA N{0,...,t;i—1} = 0].

(d) Conclure.

4 Un exemple phare pour le cours : des marches aléatoires
sur des graphes (et des “méthodes géométriques”)

Une grande partie du cours sera consacrée a 1’étude de chaines de Markov qu’on
appelle “marches aléatoires simples paresseuses sur des graphes finis connexes”. Com-
mencons par définir ce qu’est un graphe fini connexe.

Définition 4.1. Un graphe fini G est un couple (V, E) o V est un ensemble fini et E
est un sous-ensemble de {{z,y} C V :z # y}. V est appelé ’ensemble des sommets et
E est appelé 'ensemble des arétes. On dit que z et y sont voisins — ce qu’on note z ~ y
—si{z,y} € E.

On utilisera aussi les notions suivantes :
(i) Le degré d’'un sommet x est deg(x) = [{y € V : y ~ z}| (on rappelle qu’on

utilise | - | pour noter le cardinal d’un ensemble fini) ;
(ii) G dit est connexe si, pour tous x,y € V, il existe un entier n > 0 et un n-uplet
(zo,21,...,2yn) tel que

(a) zo =z, &, =y et
(b) {zk—1,xr} € E pour tout k € {1,...,n}.

Dans cette sous-section, on fixe un graphe fini connexe G = (V, E), avec V de cardinal
au moins égal a 2, comme précédemment. La marche aléatoire simple “paresseuse” sur
G est la chaine de Markov sur V' de matrice de transition P définie par

1

5 8lx =y,
1 .
p(z,y) = 3deg(z) ¥ Y
0 sinon.
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Dans cette section, P sera toujours la matrice ci-dessus, et w sa mesure de probabilité
invariante pour P. Vérifions qu’on respecte bien nos conventions selon lesquelles P est
apériodique.

Lemme 4.2. P est apériodique.

Démonstration. Comme G est connexe, P est irréductible. En effet, si z,y € V et si n
et (xo,...,2y) sont comme dans la définition de la connexité de G, on a

pn(z,y) = Pu[ Xy = y] > Pu[X1 = 21,..., X = @) = p(xo,21) ... p(Tp_1,2y) > 0.
Le lemme est donc une conséquence du Lemme 2.3. ]

Un aspect agréable de la marche aléatoire simple est que 7 a une expression simple
en fonction des degrés.

Lemme 4.3. 7 est la mesure de probabilité définie par

deg(z)
Ve eV, = .
zeV, m(z) 2IE|
Démonstration. Notons u(z) = dg‘ggf). Montrons déja que p une mesure de probabilité :
Y deg@) = Y layyen =2|E|
zeV zeVyyeV

Par unicité de la mesure de probabilité invariante, il suffit donc de montrer que p est une
mesure invariante. Pour cela, il suffit de montrer que p est réversible, i.e. u(x)p(x,y) =

w(y)p(y, x) pour tous x # y. Soient x # y. On a

_deg(z) 1 1 _deg(y) 1

= T~y — T~y — 71%\/ = 5 . g
w(x)p(z,y) SB[ 2deg() =™ 2B T (B[ 2deg(y) w(y)p(y, x)

Remarque 4.4. Par une preuve similaire, on peut aussi montrer que m est aussi la
mesure de probabilité invariante pour la marche non paresseuse, i.e. définie par la matrice
de transition P définie par p(x,y) = 1/deg(z) six ~ y, et p(z,y) = 0 sinon. Cette matrice
n’étant pas forcément apériodique, nous étudions plutot la marche paresseuse.

4.1 L’hypercube

L’hypercube de dimension d > 1 est le graphe (Vy, E4) défini par Vy; = {0,1}¢ et
x=(x1,...,2q9) ~y = (y1,-...,yq) si et seulement s’il existe un unique i € {1,...,d} tel
que x; # y;. Nous étudierons 'asymptotique de ty¢(e) quand d tend vers 4oo.
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4.2 Le tore

Soit N > 2. Le tore de dimension d > 1 est le graphe T4, = (VZ, E%) avec
Vi = (Z/NZ)*

et © = (x1,...,24) ~ (Y1,...,y4) si et seulement s’il existe ¢ € {1,...,d} tel que z; =
y; £ 1 et x; = y; pour tout j # i. Nous étudierons I'asymptotique de ty¢(e) a d fixé et
quand N tend vers +o00. On va aussi comparer le temps de mélange sur le tore au temps
de mélange sur “deux tores collés a un sommet”.

Remarque 4.5. Le tore de dimension 1 est appelé le cercle.

Feuille de TD 2 : Temps de mélange pour des marches
aléatoires

On rappelle qu’on se donne un ensemble V fini tel que |V| > 2, une matrice de
transition apériodique P = (p(x,y))zyey sur V, qu'on note p,(x,y) = P"(x,y), et
qu’on note 7 la mesure de probabilité invariante pour P. De plus, X = (X,,),>0 est un
processus a valeurs dans V' et, pour toute u € Pr(V), P, est une mesure de probabilité
sous-laquelle (X;,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition P et de loi
initiale p. Enfin, on note P, = Py, .

Exercice 4.1. Dans cet exercice, on considere la marche aléatoire simple paresseuse sur
le tore (V]fl,, E’j‘f,), qu’on note X, = (XT(LI), .. ,XT(Ld)). On note tg\é’ld) le temps de mélange
associé (pour € = 1/4). Pour simplifier, on suppose que N > 4 et que N est divisible par

4. On note
W ={z = (x1,...,24) € Vi : 21 a un représentant dans {N/4,...,3N/4 -1} }.

1. Soient &;,&s, ... des variables i.i.d. de loi donnée par P[¢; = 1] = P[§; = —1] =
1/(4d) et P[§&; = 0] = 1 — 1/(2d). Montrer que, pour tout k € {1,...,d}, le
processus (XT(Lk))nzo sous la mesure de probabilité Py o) a la méme loi que le
processus (> ;1 & mod N),>o.

2. En déduire que, pour tout n > 0, P o)[Xn € WE] < P31, & > N/4].

3. Montrer qu'’il existe ¢p > 0 (indépendant de d et V) tel que Py 0)[Xny € Wi <
1/4, ot ny = [codN?|.
’d)

4. En déduire qu’il existe ¢; > 0 (indépendant de d et N) tels que tgl\él > c1dN?2.

Exercice 4.2. Dans cet exercice, on se place dans le cadre de la marche aléatoire simple
paresseuse sur un graphe fini connexe G = (V, E). Si x,y € V, on appelle chemin entre
x et y un (n + 1)-uplet (zg,z1,...,x,), pour un certain n > 0, tel que

(i) zo=z, T, =y et

(i1) {zg—1,xr} € E pour tout k € {1,...,n}.
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On appelle distance de graphe entre x et y, notée dist(z,y), le minimum de tous les n
tels qu'un tel (n + 1)-uplet existe. Le diametre du graphe est alors

diam := max dist(z,y).
z,yeV

Le but de cet exercice est de montrer et appliquer la borne suivante :
Ve € (0, 1/2), tmé1(€) > diam/2. (6)

1. Montrer que dist définit bien une distance sur V.
2. Appliquer (6) a 'hypercube et au tore.

3. Siz € Vetn >0, onnote By(n) = {y € V : dist(z,y) < n}. Que pouvez-
vous dire de p,(x, Bz(n)) (pour tous x € V et n > 0) 7 En déduire que D(n) >
1 — mingey 7(Bx(n)) pour tout n > 0.

4. Soit € € (0,1/2). Montrer que, si n = tye(e), alors il ne peut pas exister z,y € V
tels que Bz(n) N By(n) = 0.

5. Démontrer (6).

Exercice 4.3 (Temps de mélange et expansion (ou “méthode géométrique”)). On se
place dans le cadre d’une marche aléatoire simple paresseuse sur un graphe fini connexe
G = (V,E), avec |V| > 2 (rappelons que | - | est utilisé pour noter le cardinal).

Le but de cet exercice est de lier le temps de mélange a une quantité géométrique
appelée expansion. Pour définir I’expansion, définissons tout d’abord la frontiere et le
volume d’'un ensemble S C V.

Définition 4.6. Soit S C V. Le volume de S est la quantité

Vol(S) =)~ deg(x).

€S

La frontiere de S, notée 0.5, est ’ensemble des arétes dont une extrémité est dans S et
lautre n’est pas dans S. Autrement dit,

oS ={{z,yt e E:x€8,y¢S}.

a. Quel est le volume d’un singleton? De V' 7

b. Quelle est la frontiere d’un singleton? De V' 7
Définition 4.7. L’expansion du graphe G est la quantité

= min |aS‘
X SCViSAD et Vol(S)<|E| VoI(S)

)

Le minimum est ainsi pris sur tous les S C V non vides et de volume plus petit que |E].
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L’expansion mesure a quel point la frontiere d’un ensemble peut étre petite si on
la compare au volume de cet ensemble. On se restreint a des ensembles S tels que
Vol(S) < |E| pour des raisons qu’on comprendra au fur et & mesure de 1’énoncé.

1. Que vaut
|0S] 0

SCVi5£0 VoI(S)

(Qui est défini comme @, mais sans restriction sur le volume de S.)

2. Montrer que, pour toute pu € Pr(V), tout n > 0 et tout S C V, on a
n—1
Pu[Xo € S, X0 ¢S] <) Pu[X) € 8, Xpp1 ¢ 5.
k=0

En déduire que, pour tout n > 0 et tout S C V, on a

n
< — .

3. Montrer que, pour tout n > 0 et tout S C V,

Po[Xo € S, Xy ¢ 8] > > m(x)(w(S°) — D(n)).

z€eS

4. Montrer que, pour tout € €]0,1/2],

1-—2e
tmal(€) > o,

On a ainsi trouvé une borne inférieure pour le temps de mélange a l'aide d’une
quantité tres géométrique : 'expansion. On avait déja fait une telle chose en TD
avec le diametre.
5. Fixons une dimension d > 1 et notons tl(le\g le temps de mélange (pour € = 1/4) sur
le tore T4, = (Vi£, E%). On a vu dans I'Exercice 1 la borne inférieure suivante et
on verra plus tard la borne supérieure suivante : il existe des constantes ¢,C' > 0

(qui peuvent dépendre de d mais de rien d’autre) telles que
eN? <) < oNZ.

Regardons maintenant le graphe formé par deux tores collés, qui est défini en
considérant deux tores identiques, en choisissant un sommet dans chacun des
tores, et en reliant ces deux sommets par une aréte (voir le dessin ci-dessous qui
est fait dans le cas d = 1). Plus formellement, le graphe des deux tores collés est
le graphe dont ’ensemble des sommets est

Vi x {0,1}

et I’ensemble des arétes est défini par
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(i) (x,0) ~ (y,0) si et seulement si x ~ y dans T4 ;

(ii) (z,1) ~ (y,1) si et seulement si z ~ y dans T%,;

(iii) (x,0) ~ (y,1) si et seulement si x =y = (0,...,0).

Fixons une dimension d > 3. Montrer que, quand N — +00, le temps de mélange
pour deux tores collés est bien plus grand que le temps de mélange pour un tore.

6. Comparer ce que vous avez répondu a la question suivante & ce que vous auriez
pu faire en utilisant une autre quantité géométrique : le diametre (i.e. en utili-
sant 'Exercice 2 plutot que 'Exercice 3). (La réponse a cette question peut étre
informelle.)

5 Le couplage (ou “méthode probabiliste”)

On rappelle qu’on se donne un ensemble V' fini tel que |V| > 2, une matrice de
transition apériodique P = (p(z,Yy))zyev sur V, qu’on note p,(z,y) = P"(z,y), et
qu’on note 7 la mesure de probabilité invariante pour P. De plus, X = (X,,),>0 est un
processus & valeurs dans V' et, pour toute p € Pr(V), P, est une mesure de probabilité
sous-laquelle (X,,),>0 est une chaine de Markov de matrice de transition P et de loi
initiale p. Enfin, on note P, = Ps, .

5.1 Couplage et distance en variation totale

Commencons par définir la notion centrale de cette section.

Définition 5.1. Soient u,v € Pr(V). Un couplage de (u,v) est un couple de variables
aléatoires (X,Y') défini sur un méme espace de probabilité tel que la loi de X est p et
la loi de Y est v.

Pour déterminer la distance entre deux mesures de probabilités, on pourrait décider
qu’elles sont proches s’il est possible de définir un couplage (X,Y") tel qu’'avec grande
probabilité, X = Y. La proposition ci-dessous nous dit que cela donne la méme notion
que la distance en variation totale.

Proposition 5.2. Pour toutes u,v € Pr(V),

- _ inf PIX £#Y
|| e V”vT (X,Y) coujlorllage de (p,v) (X #Y],

ot Uinfimum est sur tous les couplages (définis sur n’importe quel espace de probabilité).
De plus, il existe un couplage tel que linfimum est atteint.

Exemple 5.3. On note 1, la loi de Bernoulli de parametre p. On a vu que, sip,q € [0, 1],
alors ||y — pig|lyp = [p—ql. Par ailleurs, on peut définir un couplage (X, Xq) de (pp, ttq)
de la fagon suivante : on se donne une variable uniforme U sur [0, 1], et on définit X,
et Xy par Xp = liy<yy et Xg = lip<g, de telle fagon que (si par exemple p < q),
PIXp # X =Plp<U <q]=|p—ql|
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Démonstration de la Proposition 5.2. Soit (X,Y') un couplage de (u,v). D’apres le Lem-
me 3.11,

e = vllyp = max(u(4) —v(4))
= mjmxIP)[X € A —P[Y € A]
< mij[X € A]-P[X € A)Y € 4]
= mij[X €AY ¢ A
<P[X #Y].

C’est cette borne qu’on utilisera en pratique. Mais d’un point de vue théorique, il est
aussi intéressant de savoir qu’il existe un couplage tel que ’autre inégalité est aussi vraie.
Construisons donc un couplage (X,Y) de (u,v) tel que P[X # Y] = ||u — v||yp-

On va procéder de la fagon suivante : on note V = {x1,...,zx} ou N = |V, on se
donne une variable U uniforme dans [0, 1] et on définit des points g, jo, fo, - - -, N, JN, (N €
[0, 1] par

in = Z p(xg) Av(xg);
k=1
dn=in 4+ (u(zr) = vizr)y s
k=1

o =in 4+ ((ar) = plar))+-
k=1

(Avec la convention qu’une somme sur un ensemble vide vaut 0 donc que ig = 0 et
Jjo = ¢p = in.) On remarque que, pour tous a,b € R, aAb+ (a—b)4 = a, ce qui implique
que jN = Y ey i(x) =4y =) cpv(z) =1
On définit (X,Y") par
Vke{l,...,N}, X =uxy sietseulement si U € [ig—1,x) U [Jk—1, k) ;
Vke{l,...,N}, Y =uxyp sietseulement si U € [ig_1,ik) U [lk_1,lk).

(Le seul cas ou cela ne définit pas les variables X et Y est quand U = 1; dans ce cas,
qui arrive avec probabilité 0, on donne une valeur arbitraire & X et Y.) On a alors

Vo eV, PIX =a] = u(e) Av(e) + (u(x) — v(@))s = ula),
donc X ~ p. De méme, Y ~ v. Enfin,

PIX #Y]=PU > in] = ) _(u(x) = v(@))s = [lp = vy,
eV

ou la derniere égalité vient du Lemme 3.11. O
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5.2 Estimer D(n) sans connaitre 7

En pratique, on utilisera souvent la Proposition 5.2 avec le Lemme 5.4 ci-dessous.
Dans de nombreux cas, on sait que 7 existe mais elle n’est pas explicite. Il est donc tres
utile de trouver une fagon d’estimer D(n) sans avoir besoin de parler de 7. On note

f(n) = I,I;%}‘C/ Hpn( ) - pn(y7 ')”VT :

Avec une preuve tres proche de celle du Lemme 3.7, on montre le lemme suivant.

Lemme 5.4. Pour tout n > 0,
D(n) < D(n) < 2D(n).

Démonstration. La deuxieme inégalité vient de 'inégalité triangulaire. Démontrons la
premiere inégalité. Pour cela, on remarque tout d’abord que, pour tout n > 0,

m=aP" =) w(y)pa(y.)-
yev

En utilisant cela et le Lemme 3.7, on obtient que

ol ) = Y 7 (y)paly, )H

D(n) = max ‘

zeV = VT
prm— _ 1
glea&{ H Z —paly, ))HVT car Zw(y)
yeE ”
< meaxz Y) ||lpn(x, ) — pu(y, .)HVT car H'HVT est Une norme
¢ yeVv
< le,%}\{/ |lpn(, ) — pn(y, ) ||y encore une fois car Zw(y) -1 0

Y

5.3 Noyau de couplage

Afin d’utiliser le Lemme 5.4 et la Proposition 5.2, on va étudier des chaines de Markov
sur V2 dont les deux marginales sont des chaines de Markov de matrice de transition P.
En fait, pour que la théorie des couplages nous soit utile, on va se restreindre a une classe
particuliere de telles chaines sur V2. On a besoin de la notion de noyau de couplage.

Définition 5.5. On appelle noyau de couplage (sous-entendu : pour P) une matrice
de transition

Q = Q((‘T’ y)’ (xlv y,))(as,y),(x’,y’)ev2
sur V2 qui satisfait la propriété suivante : Si (X,,,Y,)n>0 est un processus & valeurs
dans V2 et si pour tout (x,y) € V2, P(; ) est une mesure de probabilité sous-laquelle

(Xn, Yn)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition () issue de (z,y), alors,
pour tous z,z’,y,y € V,

Py X1 = 2] =plz,2') et Py, =y]=pyy). (7)
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Exemple 5.6. La matrice de transition @ sur V? définie par

V(z,y), (@,y) e V?,  ql(z,y), (2,y)) = plz, 2 )p(y,y)

est un noyau de couplage. En effet, si z,2’,y € V, alors

PaylXi=2]= Y PuylXi =2, Y1 =y
y'ev

= (@), (@) = D pl, 2 )ply, ') = plx,2).

y'ev y'eV
De méme, si z,y,y’ € V, alors P, s [Y1 = ¢'] = p(y,¢).

On se donne un noyau de couplage Q pour tout le reste de la section. De
plus dans toute cette section, (X,,Y,),>0 est un processus a valeurs dans
V2 et, pour toute u € Pr(V?2), P, est une mesure de probabilité sous-laquelle
(Xn, Yn)n>o est une chaine de Markov de matrice de transition Q et de loi

initiale p. (Et comme précédemment, on note P, ) = Ps,,,, pour tous z,y € V)

Montrons que les marginales d’une chaine de matrice de transition ) sont bien des
chaines de matrice de transition P (ce qui justifie I'utilisation de la notation X, ). On va
aussi trouver une autre chaine de matrice de transition P, en réunissant les deux chaines
lorsqu’elles se rencontrent.

Lemme 5.7. 1. X etY sont des chaines de Markov de matrice de transition P.
2. Définissons
T=inf{n>0:X, =Y,} € NU {400}

Alors, T est un temps d’arrét pour (la filtration canonique de) la chaine de Markov
(Xn, Yn)n>0. Définissons un processus (Zy)n>0 par

Y, sin<T,
Dy =
X, sin>T.

Alors, (Zn)n>0 est aussi une chaine de Markov de matrice de transition P.

On va écrire la démonstration pour X et pour Z (la démonstration pour Y est la
méme que pour X). On a vu deux facons d’appliquer les propriétés de Markov. Pour
illustrer chacune d’elles, on va appliquer I'une a X et autre a Z.

Démonstration. 1. On démontre le résultat pour X, la preuve étant la méme pour Y.
Soit p € Pr(V?), soient z, ..., x, € V tels que Pu[Xo = 0, ..y ..y Xn = 2] >0
et soit 41 € V. On a (en utilisant la propriété de Markov simple & la deuxieme
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égalité)

Pu[Xo = 20,..., Xn = Zn, Xp41 = Tny1]

= Z Pu[XO =120y, Xn = T, Yn = ynaXn—H = xn+1]
ynEV

= > Pu[Xo =20, , Xn = 2n, Yo = yn|P(a, ) [X1 = 0]
yn€V

= Z Pu [XO =0y -- 7Xn = Tn, Y, = yn]P(l’n, xn—s—l)
yn€V

=P, [Xo =x0,...,Xp = IL‘n]p(l‘n,$n+1),

ou I'avant-derniere égalité est due au fait que @ est un noyau de couplage. On a
donc bien

Pu [Xn-i-l = Tnt+1 ‘ Xo =w0,...,Xpn = xn] = p(xnaxn—kl)'

. Tout d’abord, on observe que, pour tout n > 0, {T' < n} = U}_{Xi = Yi} est
mesurable par rapport a o(Xo, Yo, ..., Xy, Y,). Ainsi, T est bien un temps d’arrét
pour la filtration canonique de la chaine de Markov (X, Y, )n>0-

Montrons maintenant que Z est une chaine de Markov de matrice de transition
P. Soit p € Pr(V?), soient zp,...,2, € V tels que P,[Zo = 20,...,2Zn = 2,] >0
et soit z,41 € V.

Pour simplifier les notations, notons E,_1 = {Zy = z0,...,Zpn—1 = 2n—1}. On a

PulZ0 =20, Zn = 2ns Znt1 = Znt1)
= ]P)u [T <n,En1,Xn = 2p, Xpy1 = Zn—l—l]
+ P,u [T >n+1,E, 1,Yn =25, Yn11 = ZnJrl] .

Notons A et B les deux termes ci-dessus. Le but est de montrer que A + B =
P(2n, 2n+1)PulZ0 = 20, ..., Zn = 2p). Or,

A=E, [1{T§n,En,1,Xn:Zn}]P)M [Xnt1 = 2ot ‘]:qu’Y)H

car {T < n,E,_1,X, = z,} € J-}(LX’Y). Par la propriété de Markov simple ap-
pliquée a la chaine de Markov (X,Y) et au temps n, on a

]P’“ [Xn—i—l = Zn+1 ‘ .FT(LX’Y)] = P(men) [Xl = Zn+1] .

Comme @ est un noyau de couplage, cette quantité est égale a p(X,,, z,+1). Par
conséquent,

A=Ep[lren By Xu=2n)P(Xns 2n41)]
- p(Zn, Zn+1)Pu [T < n, En—la Xn - Zn]
= p(ZTH Zn+1)]P>u [T S n? ZO = 207 ttty Zn = Z’I’L] .
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En suivant les mémes lignes, on montre que
B = p(zn, 2n+1)Pu [T >N, 20 = 20,...,0n = zn],
ce qui donne bien
A—f—B:p(zn,an)Pu[Zg:zo,...,Zn:zn}. O

Le prochain théoreme est un des résultats centraux de la théorie des temps de
mélange.

Théoréme 5.8. Notons T = min{n > 0: X,, =Y,,} comme précédemment. Alors, pour
tout n > 0,
D(n) < max P, [T > n.

ryelk

Démonstration. On utilise les mémes notations que dans le Lemme 5.7. D’apres le
Lemme 5.4 puis la Proposition 5.2,

D(n) < H;fé)‘(/ [pn(z,-) — Pn(y, ')HVT < ;2%)‘(/ P(:c,y) (X # Zn] = IIE%)‘(/ IPz(ac,y) [T >n]. O

)

Donnons une preuve alternative du théoreme de Perron—Frobenius, de nature plus
probabiliste que la premiere preuve qu’on a proposée. Notons que cette deuxieme preuve
s’étend bien mieux au cas infini dénombrable ; on pourrait suivre ces idées pour démontrer
le Théoreme 2.1 dans le cas plus général d’'une matrice de transition irréductible récurrente
positive sur un espace dénombrable éventuellement infini.

Preuve du Théoréme 2.1. Choisissons () comme dans I’Exemple 5.6. Montrons que, comme
P est apériodique, @) 'est aussi. Pour cela, on démontre par récurrence que, pour tout
n >0,

qn((x7 y)a (xla y/)) = pn(x7 :U')pn(y, y/)'
Si n = 0, cela vient de la définition de la matrice identité. Supposons donc le résultat
vrai pour un certain n > 0. On a alors

g1 (), (@ y) = > al(@y), (@ ") x au((@",y"), (,3))
(x//7,y//)
= > pla,2")p(y,y" a2, 2 )pa(y", )
(m//’y//)
= pnt1(2, ") pnia (v, y)-

Comme @) est apériodique, elle est irréductible. Comme de plus V est fini, tout point de
V2 est récurrent et donc, pour tout (z,y) € V2, on a

IP)(:z:,y) [T = JVOO} < P(m,y) [T(m,;r) = JVOO] =0,

ot T' est comme dans le Théoreme 5.8 et T(, ;) = min{n > 0: (X,,Y,) = (z,r)}. Par
conséquent (et comme V est fini), le Théoreme 5.8 implique que

D(n) — 0,

n—-+o0o

ce qui implique le Théoreme 2.1. ]
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5.4 Application a la marche sur le cercle (ceci donne une correction
pour le prochain TD)

Appliquons le Théoréme 5.8 & la marche aléatoire sur le cercle. Soit N > 3. La marche
sur le cercle est la chaine de Markov sur Z/NZ dont la matrice de transition est

1/2 iz =y,
ple,y) =< 1/dsiz=y+1,
1/4siz=y—1.
Autrement dit, c¢’est la marche aléatoire simple paresseuse sur le tore de dimension d = 1.
Afin de démontrer une borne supérieure pour D(n) — et donc aussi pour tyg(g) — on va
utiliser le Théoreme 5.8. La premiere idée serait d’utiliser le noyau de couplage donné
par 'Exemple 5.6. Cependant, avec un tel noyau, il pourrait arriver que X,, et Y,, soient
a distance 1 'une de I'autre mais décident toutes les deux de prendre la place 'une de
l'autre alors qu’on souhaiterait les faire se rencontrer. Il va étre plus efficace de choisir

un couplage dans lequel, & chaque temps, une seule composante change. On choisit le
noyau de couplage @ de la fagon suivante :

1/dsiz=2"ety=19 +1,
q((z,y), (@,y) = 1/dsiy=y etz =2’ £1,

0 sinon.

On peut construire une chaine de Markov (X,Y") = (X,,, ¥5,)n>0 de matrice de transition
Q et issue de (x mod N,y mod N) de la fagon suivante : Soient &1,&1,&2,&2,... des
variables indépendantes telles que, pour tout ¢ > 1,

P& =1=Pl&=-1]=1/2 et PlG=1=PE=0=1/2
Etant donnés z,y € {0,..., N — 1}, on définit (X,Y) par

X,=V, mod N et Y,=W, modN

Vo = $+Zfi£~i et W, = y+z&-(1 —5:)
i=1 =1

Définissons T comme dans le Théoréme 5.8 et notons

Up=Vo—Wop=2—y+Y &(25-1).
=1

Notons que les &(2@- — 1) sont des variables indépendantes de méme loi que &;.

Supposons que z > y (le cas x < y est traité de la méme fagon). On a alors

T =min{n >0:U, € {0, N}}.
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Notons que, comme U,, mod N est une chaine de Markov irréductible sur un ensemble
fini — donc est récurrente —on a T’ < +00 p.s.

Soit F, la tribu engendrée par gl,é,...,gnfn. Alors, (Uy,)n>0 est une (Fp)n>o0-
martingale. Montrons que (U2 — n),>o est aussi une (F,),>o-martingale :

(i) U2 —n est bien F,-mesurable

(ii) U, est bien intégrable pour tout n fixé (car borné pour tout n fixé);

(iii) De plus, pour tout n > 0,

E[Uf — (n+1) | 7
=E[U} + 2Un(&ns1 = ng1) + (n1 — &np1)® —n— 1| Fy]
= U? = n+ 2UnElns1 — &ni1] + E(€ns1 — Eng1)?] — 1
=U2-n+0+2E[E]-1=U2—n.
On en déduit que
Urpn et Uzn, — (T An)
sont deux (F,),>o-martingales. Par convergence monotone,

E[T] = lim E[T An].

n—-oo
Or, U, — (T An) est une martingale, donc
E[Ufnn] = E[T An] = (z - y)?,
et donc
BT = tim E[UZ.,] - (2 - 0)"

Par convergence dominée (et comme T < +00 p.s.),

lim E[U3,,] = E[UZ).

n—-+o0o

De plus, U2 = NUyr donc de nouveau par convergence dominée, puis en utilisant que
’ T 9
Urppn est une martingale, on a

E[U2] = NE[Ur] = lim NE[Urp,] = N(z — ).

n—-+4o0o

On obtient donc que

N2
= — — — < 1 _ 2 —

Finalement (par 'inégalité de Markov), le Théoreme 5.8 implique que, pour tout n > 0,

N2
D .
(n) A(n+1)
et donc, pour tout ¢ € (0,1/2),
N2
tmal(e) < e

C’est le bon ordre de grandeur : nous avons déja vu que tme > ¢N? pour un certain
c>0.
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Feuille de TD 3 : Couplage (1/2)

On rappelle qu’on se donne un ensemble V fini tel que |V| > 2, une matrice de
transition apériodique P = (p(x,y))zyev sur V, qu'on note p,(x,y) = P"(x,y), et
qu’on note 7 la mesure de probabilité invariante pour P. De plus, X = (X, ),>0 est un
processus a valeurs dans V' et, pour toute u € Pr(V), P, est une mesure de probabilité
sous-laquelle (X;,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition P et de loi
initiale p. Enfin, on note P, = Ps, . Enfin, on se donne un noyau de couplage @ =

(Q(J:v y)a Q(:Clv y,))(gc,x’),(y,y’)ev2 pour P.

Exercice 5.1. Dans cet exercice, V = {1,..., N} pour un certain entier N > 2. Soient
w,v € Pr(V). On dit que p est stochastiquement plus grande que v si, pour tout k €
{1,...,N},

u[lk, NT) > v[[k, N]).

Montrer que p est stochastiquement plus grande que v si et seulement s’il existe un
couplage (X,Y) de et v tel que X > Y p.s.

Exercice 5.2. Soit N > 3. On considére la marche aléatoire (paresseuse) sur le cercle
—i.e. le tore de dimension 1 — qui est la chaine de Markov sur Z/NZ dont la matrice de
transition P est donnée par

1/2 iz =y,
plr,y) =< 1/dsiz=y+1,
1/4siz=y—1
Le but de cet exercice est de démontrer que
2
Ve € (0, 1/2), tmé](g) < 475 (8)

C’est le bon ordre de grandeur (pour ’asymptotique N — +00) : on avait en effet montré
dans le TD 1 qu’il existait ¢ > 0 tel que pour tout N, t,g > cN? (en fait, on 'avait
montré pour N divisible par 4, mais la preuve se généralise a tout N).

1. Montrer que ) définie de la facon suivante est bien un noyau de couplage :
1/dsiz=2"ety=y +1,
q((z,y), (@', y) =L 1/dsiy=vy et &z =2’ + 1,
0 sinon.

2. Soient z,y € {0,..., N — 1}. On peut construire une chaine de Markov (X,Y) =
(Xn, Yn)n>0 de matrice de transition ) avec pour loi initiale P(, ) de la fagon

suivante® : Soient 51,51,{2,52, ... des variables indépendantes telles que, pour
tout ¢ > 1,

Plg = 1] =Pl = —1]=1/2 et P[§=1]=P[§=0]=1/2

6. On remarquera qu’on fait ici un abus de notation : on devrait écrire P(; mod N,y mod N)-
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On définit (X,Y) par

X,=V, mod N et Y,=W, modN

Vi ZJU‘I-Zgigi et Wy, :y+Z€i(1 _gl)
=1 =1

Quelle est la loi de &(2& — 1) ?

3. On note
U, =V, —W,.

Soit F,, la tribu engendrée par 51,51, . ,gn,En. Montrer que (Uy)n>o et (U2 —

n)p>0 sont des (Fy,)n>o-martingales.
4. On note

T=inf{n >0: X, =Y,}.

Montrer que T est un temps d’arrét pour la filtration (F,)n>0.
Ainsi, (Upan)n>o et (U, — T An)y>o sont aussi des (F,),>o-martingales.
Montrer que T' < 400 p.s.
Calculer E[T].

Conclure.

S

Comment adapteriez-vous cette preuve a un tore de plus grande dimension ?

6 Le temps de relaxation (ou “méthode spectrale”)

On rappelle qu'on se donne un ensemble V fini tel que |V| > 2, une matrice de
transition apériodique P = (p(z,y))zyev sur V, qu’on note p,(z,y) = P"(z,y), et
qu’on note 7 la mesure de probabilité invariante pour P. De plus, X = (X,,),>0 est un
processus & valeurs dans V' et, pour toute p € Pr(V), P, est une mesure de probabilité
sous-laquelle (X,,),>0 est une chaine de Markov de matrice de transition P et de loi
initiale p. Enfin, on note P, = Ps, .

Rappelons aussi qu’on voit les fonctions f : V. — R (ou C) comme les matrices
colonnes formées par le vecteur (f(z))zev. Ainsi, si M = (m(z,y))eyev est une matrice,
Mf:V =R (ou C) est la fonction définie par

Mf(x) = mlz.y)f(y).

yev

On a donc
Pf(x) = Eu[f(X1)].

Dans toute cette section, on note N = |V|. Le but de cette section est d’effectuer un
lien entre la décomposition spectrale de P et le temps de mélange. Dans le Lemme 3.11,

32



on a vu que D(n) est une quantité “de nature ¢;”. Dans cette section, on va étudier une
base de diagonalisation pour P et on va voir que cette base est orthonormée pour le
produit scalaire qui & (f, g) associe [ fgdm. Ceci est une propriété “de nature £3”, qui
possede souvent des propriétés plus agréables que les propriétés de nature ¢; (pensons par
exemple a I'inégalité de Cauchy—Schwarz). On trouvera un moyen d’établir des inégalités
entre des quantités /1 et des quantités fo afin d’utiliser la décomposition spectrale pour
étudier le temps de mélange.

Avant de faire cela, étudions la décomposition spectrale de matrices de transitions.

6.1 Décomposition spectrale des matrices de transition

On remarque déja que, si @) est une matrice de transition (quelconque) sur V' et si
1:V — R est la fonction constante égale a 1, alors Q1 = 1. 1 est donc valeur propre de
toute matrice de transition. Commencons par le lemme suivant.

Lemme 6.1. Soit QQ une matrice de transition sur V et soit A € C une valeur propre
de Q. Alors, |\ < 1. Si de plus X # 1 et p € Pr(V) est invariante pour Q, alors

uf = [ fdu=0.

Démonstration. Soit A € C. Si f : V — C est une fonction propre de valeur propre A,
alors

A 1f oo = max |Qf (@) < D a(@,9) [ flloe = [1fllc -
Yy

donc |A\| < 1. Supposons maintenant que X # 1 et que p € Pr(V) est invariante pour Q.
Alors,

pf = pQf =Auf,
donc puf = 0. g

Plagons-nous maintenant dans le cas des matrices irréductibles.

Lemme 6.2. Soit Q une matrice de transition iwrréductible sur V. Si f : V. — C satisfait
Qf = f, alors f est une fonction constante.

Démonstration. Supposons par ’absurde qu’il existe f : V' — C non constante telle que

Qf = f. On remarque que QRe(f) = Re(f) et QZm(f) = Im(f) et que Re(f) ou
Im(f) n’est pas constante; il suffit donc de considérer le cas ou f prend des valeurs
réelles. Comme @) est irréductible et que f n’est pas constante, il existe z,y € V tels que

f(z) = max.cv f(2) > f(y) et g(z,y) > 0 (sinon, W :={u € V : f(u) = max ey f(2)}
vérifierait P,[X,, € W] = 0 pour tous x € W et n > 0). On a alors

0=Qf(z) = f(x) = Y _alz,2)(f(2) = f(x)) < alz.y)(f(y) - f(x)) <O,

zeV

ce qui est contradictoire. O

Continuons a ajouter des hypothéses : supposons que () est apériodique.
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Lemme 6.3. Soit Q une matrice de transition apériodique sur V. Alors, 1 est la seule
valeur propre de module 1.

Démonstration. Soit n tel que toutes les entrées de Q™ sont strictement positives. On
remarque tout d’abord que les entrées de Q™ sont strictement positives pour tout m > n
(dans le cas contraire, il existerait une colonne de @ qui est nulle, ce qui est contradictoire
avec le fait que @ est irréductible). (En fait, on utilisera cela juste pour m = n et
m=n+1.)

Soit A € C une valeur propre de module 1 et soit m > n. On note e = mingcy ¢ (x, ) >
0. Alors,

m—eld
R = Q" —eld
1—¢
est une matrice de transition et ’\::5 est une valeur propre de R. Le Lemme 6.1 implique
donc que
AT —
‘l<t,
1—¢ |

ce qui implique (en écrivant le module comme /Re(-)2 +Zm(-)2) que A™ = 1. On en
déduit que 1 = A" = M\ = ). O

En fait, on va travailler sous des hypotheses plus fortes encore : Dans toute cette
section, on suppose que notre matrice apériodique P est réversible. Rappelons
la définition de la réversibilité.

Définition 6.4. On dit que P est réversible si w l'est, i.e. si pour tous z,y € V,
m(x)p(z,y) = (y)p(y, ).

Exemple 6.5. C’est le cas de la marche aléatoire simple (paresseuse) sur tout graphe
fini connexe d’apres le Lemme 4.3.

On peut maintenant entrer dans le vif du sujet : on va essayer de comprendre la
décomposition spectrale de P. Dans ce qui suit, on va démontrer que P est diagonalisable,
avec une base de fonctions propres orthonormées pour le produit scalaire < -, - >, défini
plus bas. On pourrait démontrer cela en remarquant que P est auto-adjointe pour ce
produit scalaire (ce qui signifie que < Pf,g >=< f, Pg >, pour toutes fonctions
£, 9), et en utilisant un théoreme général de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints.
Mais on va plutot choisir de démontrer la propriété de diagonalisation “a la main”. On
essaiera ensuite d’effectuer un lien entre la décomposition spectrale et de P et le temps
de mélange.

Commencons par chercher une matrice symétrique fortement liée a P. On définit la
matrice A = (a(x,y))zyecv par
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On remarque que A est bien définie car m(x) > 0 pour tout = € V (cf. le Théoreme 1.1).
Par ailleurs, on remarque que, comme P est réversible, A est une matrice symétrique.
Il existe donc une base orthonormale (wk)kN:1 (pour le produit scalaire < f,g >=
Y. f(x)g(x)) et des réels Ai,..., Ay tels que, pour tout k, ¢, : V' — R est une fonction
propre de A de valeur propre A i.e.

Ay = NPy
On fixe une telle base (1/%){6\[:1 avec ses valeurs propres Ay < --- < Aj.

Une autre fagon d’écrire A est la suivante. On note D, la matrice diagonale définie
par
Dw(m7y) = ﬂ-(m)éaz,y-

A=+/D.P\/D. .

Et donc, si 9 est une fonction propre pour A, alors +/ Dﬂ_lw est une fonction propre
pour P, de méme valeur propre. On note

-1
vr=VDr U, ie pp:zeV i~

Alors,

On a donc trouvé une base de fonctions propres pour P. A priori, il n’y a pas de raison
que la base formée par les fonctions propres y soit elle aussi orthonormée. En fait, elle
I’est pour un autre produit scalaire :

Définition 6.6. On définit < -,- >, défini sur les fonctions f,g: V — R par

<o >a= [ fodr = 3 7(@) f(@)g(e) = EolF(X,)g(X)

zeV
pour tout n > 0.

Ce produit scalaire donne une “bonne structure” (pour I’étude des chaines de Markov
de matrice de transition P) a ’espace vectoriel des fonctions f: V — R.

Lemme 6.7. < -,- >, est bien un produit scalaire. De plus, (Sﬁk)ivzl est une base de
fonctions propres pour P qui est orthonormée pour ce produit scalaire.

Démonstration. Grace a la discussion ci-dessus, il ne reste plus qu’a montrer que < -, - >,
est bien un produit scalaire et que les ¢ = \/Diwflzbk sont orthonormées pour celui-ci.
Montrons que c’est un produit scalaire : c¢’est bien une forme bilinéaire symétrique.
De plus, comme 7(z) > 0 pour tout © € V (cf. le Théoreme 1.1), >° .\, 7(x) f(x)?* est
supérieur ou égal a 0, avec égalité si et seulement si f = 0.
Montrons maintenant que les \/D;Wflwk sont orthonormés pour ce produit scalaire.
On a

< VDr i Dy e 3 ()t (£) ()
! ‘ E; V) D @)

= Z Vj(@)p(z) = 6. O

zeV
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On déduit des lemmes sur les valeurs propres des matrices de transition que :

Lemme 6.8. On «a
“1< Ay << A< =1,

et 1 est la fonction constante égale a £1. De plus, si k > 2, on wo = [ ¢pdr = 0.

6.2 Application au temps de mélange

Les deux objets principaux des méthodes spectrales sont probablement les suivants.

Définition 6.9. Le trou spectral est
A =max{|A\g| : k€ {2,...,n}} €[0,1).

Le temps de relaxation est

trel = ——— € |0, +00).
= Togijny € 10+

Pour toute f: V = R,ona f=>}_, < f,¢r > ¢ et donc
n
PUf =3 A< fior > on =/fdvr+§j < [,k >x \p k-
& k=2

Un choix intéressant est f, : & — &, de telle fagon que P" fy(z) = pp(z,y), [ fydr =
m(y) et < fy, ok >r= @r(y)m(y). On obtient que

n

Pa(y) = 7(y) = Y T (W)A ek (Y) k-
k=2

Cette expression semble intéressante, car notre but est d’estimer & quel point p,(x,y)
est proche de 7(y) pour tout x € V. Lorsqu’on 'appliquera, on préférera voir y comme
la variable. On a ainsi démontré le lemme suivant :

Lemme 6.10. Pour tout x € V, la fonction

pin(a?,') —1: V>R
()
est égale a
> MNiow() e
k=2

On a enfin les outils nécessaires pour établir un lien fort (du moins quand on a un
controle suffisant sur min 7) entre le temps de relaxation et le temps de mélange.
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Théoréme 6.11. Pour tout ¢ € (0,1/2),

1
trel IOg (25) < tmél(g) < trel 10g ( + L.

2e minmelv V() )

Démonstration. Démontrons tout d’abord l’inégalité de gauche. Soit ¢ une fonction
propre pour P dont la valeur propre est de valeur absolue A.. Soit x € V tel que
lo(z)] = [|¢lloo- En utilisant que mp = 0, on obtient que, pour tout n > 0,

Xllelloo = [P™p(@)| = | P o(x) — ol <Y Ipalz, y)e(y) — m(y)e(y)|
Yy
<Y [pa(,y) = 7)o < 2D(n) 6]l
Yy

d’apres le Lemme 3.11. En évaluant en n = t,,4(¢), on obtient que
)\imél(a) < 25,

ce qui est le résultat cherché.

Démontrons maintenant I'inégalité de droite. Pour cela, on va tout d’abord lier D(n)
au produit scalaire < -, - >, auquel on va alors pouvoir appliquer I'inégalité de Cauchy—
Schwarz. D’apres le Lemme 3.11,

s

D(n) = %mfoW(y)
y

511,

pn(az, )

(")

DPn (.T7 )
()
ol l'inégalité est une conséquence de I'inégalité de Cauchy—Schwarz.
Cette manipulation est intéressante car on connait la décomposition de

grace au Lemme 6.10, ce qui nous permet de calculer sa norme. Finalement, on obtient
que

< —max -1 —

2 s

1
Il = x|

2

™

Pn(z,) -1
(-

Pour calculer y ;_, or(r)?, on utilise encore le Lemme 6.10, mais pour n = 0. Cela
donne que Y }_, ¢r(x)? = 1/m(z) — 1 < 1/m(x). Et donc,

)\n
D(n) < —————.
2ming y/7(x)

Rappelons que t¢(e) > 1. On évalue l'expression ci-dessus en n = tq(e) — 1, ce qui

donne
2emin\/7(z) < Ama(€)=1
xr
qui implique I'inégalité de droite du théoreme. O
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Feuille de TD 4 : Couplage (2/2) et méthodes spectrales

A. La marche aléatoire paresseuse sur ’hypercube Dans cet section, on se place
toujours dans le cadre de la marche aléatoire paresseuse sur '’hypercube (Vy, E4). On
note

2= (0(1), .., 2(d)) € Vg = {0, 1}
les éléments de I’hypercube et on rappelle que x ~ y si et seulement si z et y different

sur une coordonnée et une seule).

Exercice 6.1 (Un couplage). Soient Uy,Us,... et &1,&,... des variables aléatoires
toutes indépendantes, avec les U; uniformes sur {1, ..., d} et les & Bernoulli de parametre
1/2. Pour tout ¢ € {1,...,d} et tout a € {0,1}, on définit I’application

¢ :{0,1}¢ = {0,1}¢

de I'hypercube vers lui-méme de la facon suivante : ®%(z) est égal & o sur la °m¢
coordonnée et coincide avec x ailleurs. Autrement dit,

O (z) = (z(1),...,2(i — 1), a,z(i + 1),...,2(d)).
Soient x,y € {0,1}¢. On définit les processus (X, )n>0 et (Yn)n>0 de la fagon suivante :

Xo=xz et YneN, X, =o"" (X,)

Un+1

et
Yo=y et VneN, Vo =7 (V).

Un+1

Montrer que X et Y sont des marches aléatoires paresseuses sur I’hypercube et que
((Xn, Yn))n>o est une chaine de Markov sur {0, 1} x {0, 1}<.

Exercice 6.2 (Couplage et collection de coupons). Avant d’étudier plus en détails la
marche sur I’hypercube, commengons par une partie préliminaire sur le “probleme de
collection de coupons”. Ce probleme a pour sujet une chaine de Markov (A ),>0 sur
{0,...,d} pour un certain d > 1. Soient Uy, Us,... des variables i.i.d. uniformes sur
{1,...,d}. Pour tout n > 0, on note

Ap = Ui, ..., U}
On note aussi, pour tout m € {0,...,d},
Tqm =inf{n >0: A, =m}.

On voit cette quantité comme le premier temps qu’on a collecté m coupons.
1. Montrer que (Ay)p>0 est bien une chaine de Markov.

2. Montrer que les temps 7, = Ty, — Tym—1, m = 1,...,d, sont indépendants.
Quelle est leur loi?
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3. Quelle est 'espérance de Ty ., 7 Quelle est sa variance ?

4. En déduire que, pour toute suite (mg)q>1 telle que 0 < mg < logd et pour tout
0 >0,
P[Tyq-m, ¢ [(1 —0)dlogd, (1 + &)dlogd]] — 0.

d—+00

Etudions maintenant la marche sur I’hypercube. A Tlaide de la question précédente et
de I’Exercice 1, trouver une borne supérieure sur le temps de mélange pour la marche
aléatoire paresseuse sur I’hypercube (dans I'asymptotique d — +00).

Exercice 6.3 (Couplages et géométrie : un exercice inspiré du CC de 'an dernier).
Dans cet exercice, on utilise les mémes notations que dans I’Exercice 1.
1. Siz,y € {0,1}%, on note dist(z,y) le nombre de coordonnées auxquelles ces deux
points de 'hypercube different. Montrer que

dist(zx,y
P(z(Ur) # y(Uh)) = (d)
En déduire la propriété suivante, appelée propriété de (1 — é)—contraction :
1
E(dist(X1, 1)) = dist(z, ) (1 - g)-
2. Montrer que, pour tout n € N,
1
B(dist (X, ¥,)) < d(1 - g)n.
3. Montrer que
1P (2, ) = Pn(y: )llvr < E(dist(Xn, Yn)).
4. En déduire une majoration du temps de mélange de cette marche (pour e = 1/4).

Exercice 6.4 (Méthodes spectrales). On étudie toujours la marche aléatoire paresseuse
sur I’hypercube. Pour tout i € {1,...,d} on note o; : {0,1}¢ — {0,1}% I'application
qui change la i*™® coordonnée (et seulement celle-ci). Comme d’habitude, on note P la
matrice de transition.

1. Quelle est la mesure de probabilité invariante ?
2. Montrer que, pour tout f: {0,1}¢ — R,

1 d
szwz;(fwoai)-

3. Montrer que les fonctions xg : {0,1}¢ — R suivantes, définies pour tout S C
{1,...,d}, forment une base de fonctions propres pour P :

xs:x € {0,1} — (—1)Xies ¥,

Quelles sont les valeurs propres associées ?
Montrer aussi que cette base est orthonormée pour le produit scalaire < -,- >,

défini par < f,g >,= >, f(z)g(z)n(z).
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4. En utilisant le théoreme établissant une connexion entre le temps de mélange et
le temps de relaxation, en déduire les bornes inférieure et supérieure suivantes
pour le temps de mélange : pour tout € € (0,1/2), il existe ¢, ', dy > 0 tels que,
si d > dy, alors

cd < t@l(s) < cd?,
me
ou on a ajouté la dépendance en d dans la notation du temps de mélange.

5. Estimer D(n) plus précisément en utilisant le fait qu’on connait toute une base
orthonormeée et toutes les valeurs propres. (On pourra utiliser que (1 —xz)* < e~
pour tous z € [0,1] et a > 0 et que (14 z)* < €™ pour tous x > 0 et a > 0.)

6. En déduire que, pour tout 6 > 0 et tout € € (0,1/2), il existe dyp > 0 tel que, si
d > dy, alors

9 (£) < (0.5 + §)dlog d.
En fait, la borne ci-dessus est la bonne d’une facon tres précise : on peut aussi
montrer que pour tout 6 > 0 et tout ¢ € (0,1/2), il existe dy > 0 tel que, si

d > dy, alors
9 (€) > (0.5 — §)dlog d.
Ainsi, pour tous €,¢’ € (0,1/2),
d d
H () = Hol () (1 + o(1)),

ou 0(1) — 0 quand d — +o0.
On avait vu en cours que le temps de mélange ne dépend pas de £ si on ne
s’intéresse qu’a son ordre grandeur. Ainsi

(N) (V)
o W
0 < inf (mNe)l(E) < (mN?)l(E) < 400.
N tmél (6/) N tmé] (6/)

Ici, la dépendance en e est encore moins importante. On appelle ce phénoméne
le phénomene de cutoff, et savoir si une suite de chaines de Markov satisfait un
tel phénomeéne est une des questions majeures de [’étude des temps de mélange.
Par exemple, on peut montrer que la marche sur le tore ne satisfait pas un tel
phénomene.

B. Mélange de cartes

Exercice 6.5. Dans cet exercice, on étudie une fagon, assez naive, de mélanger un grand
paquet de cartes. On pourra utiliser les résultats sur le probléme de collection de coupons
vus plus haut.

Plus formellement, on va étudier une marche aléatoire sur le groupe symétrique G y.

Pour cela, on définit tout d’abord N permutations v;, i = 1,..., N, de la fagon suivante :
isik=1
vi(k) =<k —1si k=1,
ksik>1.
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On définit une matrice de transition P sur &y de la facon suivante :

, 1/N il existe i tel que o/ = o o,
p(o,0’) = .
0 sinon.

Pourquoi parlions-nous au début de I’énoncé de mélange de paquet de cartes ? Considérons
un paquet de IV cartes, numérotées de 1 a IN. Chaque élément ¢ € Gy est vu comme
un état possible du paquet de cartes : celui ou la i€ carte a pour valeur o(i). Avec ce
point de vue, la marche aléatoire définie ci-dessus peut étre décrite de la facon suivante :
a chaque étape, on choisit une position i € {1,..., N} uniformément, on prend la carte

placée & la i®™ position, et on la place en haut du paquet.

1. Montrer que P est bien apériodique irréductible. Quelle est la mesure stationnaire
w7

2. Une facon de construire une marche aléatoire X de matrice P est la suivante.
Soit p € Pr(Gy), et soient Xo et Uy, Us,..., des variables indépendantes telles
que Xo ~ u et les U; sont des variables uniformes sur {1,...,N}. On définit
récursivement X,, en notant

XnJrl = Xn O VYns1

pour tout n > 0. Construisons un autre processus sur Sy, de la fagon suivante.
On note Yy = X et on définit récursivement Y,, en notant

Vos1 =Y, ' (Upt1) et Ypp1 =Y, 09y, pour tout n > 0.

Vht1 est ainsi la position de la carte dont la valeur est U,y dans Y,,. Montrer
que (Xp)n>0 et (Yn)n>0 sont de méme loi. Le mélange étudié dans cet exercice
est donc, en loi, la méme chose que le mélange étrange qui consisterait, a chaque
étape, a choisir une valeur de carte uniformément, chercher cette carte dans le
paquet, et la placer en haut du paquet. On va voir que, particulierement pour
une méthode de couplage, ce point de vue est intéressant.

3. Soient 0,0’ € . On définit (Y,),>0 comme ci-dessus en choisissant u = d,, i.e.
Yy = o p.s. On définit un processus (Z,)p>0 de la méme fagon mais en partant
de ¢’ (il est important de noter qu’on utilise les mémes variables Uj;) :

Zo=0" ; Wy = Z;l(UnH) et Wy = Z, 0w, pour tout n > 0.
Montrer que, pour tout n > 0,
D(n) < P[Tn N > nl,

ou on utilise les notations de I’Exercice 2.
4. En déduire que, pour tout € € (0,1/2),

il (©)
: : me. <
}\lflgfg NlogN — L

ol on a ajouté la dépendance en N dans la notation du temps de mélange.
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5. Soit m € {1,..., N}. Notons E,, I’événement que les m cartes du bas du paquet
sont rangées par ordre croissant, i.e.

E,={0c€eBn:0(N)>c(N—-1)>--->0(N—-m-—1)}.

Que vaut 7(Eyn)?
6. Montrer que
Pig[Xn € A > P[IN N—m+1 > 1.

7. En déduire que, pour tout € € (0,1/2),

ne) ()

mél

Nlog N N—+too

Ainsi, ce mélange de cartes satisfait le phénomene dit de cutoff défini a la fin de
la section précédente.

7 Références (et lien vers des “méthodes fonctionnelles”)

Les deux références principales dans I’écriture de ce poly sont :

— Mixing times of Markov chains (J. Salez)

— Markov Chains and Mixing Times (D. Levin, Y. Peres, E. Wilmer)
— Intégration, Probabilités et Processus Aléatoires (J.-F. Le Gall)

Vous pouvez par exemple consulter la Section 5 des notes de cours de J. Salez pour
découvrir les méthodes variationnelles (ou fonctionnelles).
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